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1. MỤC TIÊU NGHIÊN CỨU 

Trong bài báo này tôi sẽ trình bày một phương 
pháp xấp xỉ thông qua kỹ thuật phân tích trực 
giao để giải bài toán điều khiển tối ưu đối với 
phương trình truyền tải khuếch tán.  

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Dựa vào phân tích trực giao để xét mối quan 
hệ giữa nghiệm và một xấp xỉ quy hoạch động 
đối với phương trình Hamilton-Jacobi. 

3. KẾT QUẢ 

 a) Phương pháp phân tích trực giao cho 
phương trình đạo hàm riêng tiến hóa. 

Xét ma trận m nY  ¡  với  rank min ,d m n . 
Gọi jy  là cột thứ j  của ma trận Y . Ta sẽ tìm cơ sở 
trực chuẩn   
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l
 với nl  sao cho cực tiểu của 

phiếm hàm sau là tồn tại 

 
2

1
1 1

,..., ,
n

j j i i
j i

J y y   
 

  
l

l          (1) 

Nghiệm của bài toán cực tiểu hóa này được 
xác định như trong định lý sau. 

Định lý 1. [2]  Cho  1,...,
m n

nY y y   ¡  là một 

ma trận với  rank min ,d m n . Hơn nữa, gọi 
TY V  là phân hoạch giá trị kỳ dị của Y , với 

 1,...,
m n

m    ¡ ,  1, ...,
n n

nV v v  ¡  là 

các ma trận trực giao và m n ¡  là ma trận 
đường chéo,  1, ..., mdiag    . Khi đó, với mỗi 

 1,...,dl , nghiệm của bài toán (1) được xác định 

bởi các véc tơ kỳ dị trái  
1i




l
, tức là l  cột ban đầu 

của  . 

Chúng ta gọi các véc tơ  
1i




l
 là cơ sở phân 

tích trực giao với hạng là l . Khi tìm được cơ sở 
phân tích trực giao với hạng là l  chúng ta sẽ 
nhận được một bài toán với số chiều nhỏ hơn 

nhiều so với ban đầu vì thực tế l  có thể chọn  
rất bé. 

   Xét hệ phương trình vi phân 
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với 0 ,m m ny A  ¡ ¡  và  : 0, m mf T  ¡ ¡  là 
hàm liên tục và Lipschitz địa phương. Trước hết 
ta xây dựng một phân hoạch thời gian 

10 ... Nt t T     và giả sử ta đã biết nghiệm 
của (2) tại thời điểm , 1, ...,jt j N , và gọi đó là 
ảnh của nghiệm tại các thời điểm cố định đó. Khi 
ta có dãy ảnh, theo Định lý 1 ta có thể tính toán 

cơ sở phân tích trực giao  
1

j
j




l
. Giả sử tìm 

được nghiệm dưới dạng  
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Thay vào (2) ta được hệ động lực rút gọn  
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trong (3) chỉ chứa l  các hàm hệ số  
( ), 1, ..., ,jy s j m l l l  nên bài toán này có số 

chiều thấp hơn bài toán ban đầu và ta có thể viết 

gọn dưới dạng 
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   1,..., : 0, ,
T

F F F T  l l
l ¡ ¡  

1

( , ) , ,i j j i
j

F s y f s y  

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với    10, , ,..., ,s T y y y   l
l ¡  biểu diễn của 

0y  trong :l¡     0 0 1 0, ;... , .
T

y y yl l
l ¡  

 Ta sẽ tìm giá trị thấp nhất có thể của l  mà 
vẫn giữ được tất cả những tính chất của hệ động 
lực ban đầu. Một lựa chọn tốt cho chỉ số này là: 

                  
 

  
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( )
d

i i
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l

l                                  (4) 

ở đây i  là các giá trị kỳ dị đạt được bởi phân 
hoạch giá trị  kỳ dị. Chỉ số ( ) l càng gần 1 thì xấp 
xỉ đạt được sẽ càng tốt. Điều này có liên quan 
chặt chẽ tới sai số chặt cụt sinh ra từ phép chiếu 

jy  trên không gian được tạo bởi cơ sở trực chuẩn 

  1i
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b) Bài toán điều khiển tối ưu 
Chúng ta sẽ xét cách tiếp cận này đối với bài 

toán điều khiển hữu hạn 

 
 ( ) ( ( ), ( ), ), ,

( ) ,n

y s f y s u s s s t T

y t x

  


 
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¡
                     (5) 

với  : , ny t T  ¡  là ẩn hàm,  : , mu t T  ¡  là 

điều khiển,  : , ,n m nf s t T  ¡ ¡ ¡ ,ký hiệu 

  : 0,u T U C  

là tập điều khiển chấp nhận được với mU ¡  và 
là tập compact. Giả sử rằng, tồn tại duy nhất một 
quỹ đạo nghiệm của (3) với điều kiện các điều 
khiển là đo được (xem [1]). Đối với bài toán điều 
khiển tối ưu hữu hạn, hàm giá sẽ được xác  
định bởi 

,min ( ) : ( ( , ), ( ), ) ( ( ))
T

s
x t

u
t

J u L y s u u s s e ds g y T


 

C
     (6) 

trong đó : n mL  ¡ ¡ ¡  là chi phí vận hành và 
0  là thành phần chiết khấu. Mục đích là tìm 

một quy luật điều khiển trạng thái ngược 
( ) ( ( ), )u t y t t   theo các hàm trạng thái ( )y t , ở 

đây   là ánh xạ phản xạ. Trước hết đặt 
 ,( , ) : inf ( ).x t

u
v x t J u




C
                                      (7) 

Khi đó ta có: 

Mệnh đề 1. Với mọi nx ¡  và 0 t   ta 
 luôn có: 

( , ) min ( ( ), ( ), ) ( , ) .
T

s

u
t

v x t L y s u s s e ds v y t
 



  
   

  


C
  (8) 

Từ (7) ta suy ra v  thỏa mãn phương trình 
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB): 

 ( , ) min ( , , ) ( , ) ( , , ) .
u

v
y t L y u t v y t f y u t

t 


   
 C

  (9) 

Đây là phương trình ĐHR phi tuyến cấp một và 
ta thường giải số bằng phương pháp phần tử hữu 
hạn hoặc kỹ thuật tựa Lagrange (xem [3]). Trước 
hết chúng ta rời rạc hóa (HJB) bằng cách rời rạc 
bài toán điều khiển và sau đó chiếu sơ đồ nửa rời 
rạc trên một lưới và nhận được  

1

0

min ( , , ) ( ( , , ))

( ),

n n
i i i i n

u

i i

v tL x n t u I v x tF x t u

v g x





          

 

C  

với , , : ( , )n
i n i i nx i x t n t v v x t      và [.]I  là toán 

tử nội suy được sử dụng để tính giá trị của nv  tại 
điểm ( , , )i i nx tF x t u  (nhìn chung điểm này 
không phải là nút lưới) (xem [4]). Để nhận được 
giá trị của 1n

iv
  chúng ta cần cần giải bài toán cực 

tiểu.  Xét bài toán  

',

0

( ), ( ( ), ) ( ( ),

( ) ,

H V V

d
y s a y s B u s V

ds

y t y H

   
   


  

   (10) 

ở đây : 'B U V  là toán tử tuyến tính liên tục. 
Giả thiết  với mỗi aduC  và 0y H  sẽ tồn tại 
duy nhất nghiệm y  của (10);  V  và H  là hai 
không gian Hilbert, :a V V  ¡  là song tuyến 
tính đối xứng. Khi đó phiếm hàm giá của bài  
toán là 

,0
( ) : ( ( ), ( ), ) ( ( )),

T
s

y t
t

u L y s u s s e ds g y T    

trong đó : [0, ]L V U T   ¡ . Bài toán điều 
khiển tối ưu bây giờ là:    ,0

min ( )y t
u ad

u



C

             (11) 

với ràng buộc: W (0, ; )locy T V C  thỏa mãn (11), 
ở đây 

0

W (0, ) W(0, )loc
T

T T


 I vàW(0, )T  là không 

gian Sobolev:  

 2 2W(0, ) (0, ; ), (0, ; ') .tT L T V L T V     

Để tính nghiệm phân tích trực giao đối với 

(11), ta xét: 
1

( , ) ( ) ( ),i i
i

y x s s x 



l

l                     (12) 
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ở đây   1i i




l  là cơ sở phân tích trực giao được 

xác định như ở trên. Xét các ma trận 
(( ))ijM m   l l¡   với   ,ij j i H

m   , 

(( ))ijS s   l l¡   với   ,ij j is a   , 

và  ánh xạ điều khiển :b U  l¡   được xác định 
bởi: 

( ) ( ( ) )iu b u b u   l¡  với  ( ) , .i i H
b u Bu  

Các hệ số của điều kiện ban đầu (0)y l l¡  
được cho bởi 0 0(0) ( ) , , 1i i X

y i      l , và 

nghiệm của bài toán hệ động lực rút gọn ký hiệu 
là ( )s l l¡ . Khi đó xấp xỉ Galerkin xác định bởi                 

,0

min ( )
t

J u


l
l                  (13) 

với aduC  và   là nghiệm của bài toán sau: 

       
0

( ) ( ( ), ( ), ), 0,

(0) .

s F s u s s s 

 

  




l l

l l

&
                (14) 

Phiếm hàm giá cho bởi 

,0 0

( ) ( ( ), ( ), ) ( ( ))
T

s

t
J u L s u s s e ds g T


  

l l l
l , 

ở đây  l  và y l  xác định như trong (12), ánh xạ 

phi tuyến :F U l l¡ ¡  xác định bởi  
1( , , ) ( ( ) ( ( ))F u s M S s b u s   l l . 

Với trạng thái ban đầu 0  l¡  ta có hàm giá trị 

0 ,0

( , ) inf ( )
tu ad

v t J u





l l l
l

C
, trong khi  l  là nghiệm 

của (14) với điều khiển u  và điều kiện ban đầu 0 . 

Các phương trình HJB được xác định trong n¡  
nhưng chúng ta cần hạn chế miền tính toán h  

chỉ là một tập con bị chặn của n¡ . Điều này được 
đảm bảo vì ( , ) hy tF y u     với mỗi hy   và 

aduC . Ta có thể chọn 

1 1 2 2[ , ] [ , ] [ , ]h a b a b a b     l lL  
với 1 2a a a   lL . Các đoạn [ , ]i ia b  sẽ được 
chọn sao cho hệ động lực chứa tất cả các thành 
phần của quỹ đạo điều khiển. Giả sử rằng đã rời 
rạc không gian điều khiển  1,..., MU u u , với  U  
đối xứng. Khi đó 

1 1

( ) ( ), ( )i i i i
i i

y s y s s   
 

  
l l

l  với các hệ số 

( ) [ , ]i i is a b  . Xét quỹ đạo nghiệm ( , )jy s u  sao 

cho điều khiển là hằng số ( ) ju s u  với mỗi 

, 1, ...,jt j M . Khi đó ta có 

  
1

( , ) ( , ), .j j i i
i

y s u y s u  



l

l  Các hệ số ( )( )j
i s  

sẽ thuộc các khoảng dạng ( ) ( )[w ,w ]j j
i i , trong đó 

với 1, ...,i  l  ta sẽ chọn ,i ia b   như sau: 

   (1) ( ) (1) ( )min w ,...,w , min w ,...,w .M M
i i i i i ia b   

c) Xấp xỉ phân tích trực giao 
Chọn  tham số ( ) l  để kiểm tra tính đúng đắn 

của xấp xỉ phân tích trực giao và định nghĩa một 
ngưỡng. Trước hết bằng cách tính toán phân tích 
giá trị kỳ dị của ma trận Y  sẽ cho ta thông tin về 
hệ động lực trên toàn bộ thời gian. Kiểm tra tính 
đúng đắn tại các thời điểm , 1,...,it i N , nếu tại 

kt  chỉ số vượt quá mức độ cho phép ta sẽ đặt 

1 kT t  và chia khoảng đã cho thành 2 phần 

1[0, )T  và 1( , ]T T . Bây giờ xét các ảnh liên quan tới 
nghiệm tùy thuộc vào thời điểm 1T . Sau đó lặp lại 
ý tưởng này cho đến khi chỉ số nằm dưới giá trị 
ngưỡng. Lúc này khoảng thứ nhất đã tìm được, 
và chúng ta lại khởi động lại quá trình trong 
khoảng 1[ , ]T T  và sẽ dừng khi đạt tới thời điểm 
cuối T .   

4. KẾT LUẬN 

Với kỹ thuật phân tích trực giao thích hợp, ta 
đạt được các xấp xỉ với độ chính xác cao mà chỉ 
cần một số lượng nhỏ các hàm cở sở trong phân 
tích trực giao.   
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